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摘要

本文综述具有信号依赖 Fokker–Planck 型扩散的 Keller–Segel 系统的近期研

究进展. 按运动性函数的渐近行为和单调性, 梳理抛物–椭圆与完全抛物模型在整

体存在性, 一致有界性, 临界质量, 无穷大时间无界性及稳定化方面的主要结果. 重

点介绍以椭圆预解算子和关键恒等式为基础的辅助函数比较方法, 说明可比较量构

造, 估计闭合与正则性提升之间的联系, 并讨论非齐次模型中的阻尼作用及若干开

放问题.
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圱 引言：信号依赖运动性与 坋坅坌坌坅坒坻坓坅均坅坌 系统 圲

Abstract. 坔坨坩坳 坳坵坲坶坥坹 坲坥坶坩坥坷坳 坲坥坣坥坮坴 坡坤坶坡坮坣坥坳 坩坮 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 坳坹坳坴坥坭坳 坷坩坴坨 坳坩坧坮坡坬圭

坤坥坰坥坮坤坥坮坴 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫圭坴坹坰坥 坤坩國坵坳坩坯坮圮 坔坨坥 坱坵坡坬坩坴坡坴坩坶坥 坴坨坥坯坲坹 坩坳 坯坲坧坡坮坩坺坥坤 坡坣坣坯坲坤坩坮坧

坴坯 坴坷坯 坰坲坩坮坣坩坰坡坬 坦坥坡坴坵坲坥坳 坯坦 坴坨坥 坭坯坴坩坬坩坴坹 坦坵坮坣坴坩坯坮圬 坮坡坭坥坬坹 坩坴坳 坡坳坹坭坰坴坯坴坩坣 坢坥坨坡坶坩坯坲 坡坮坤

坭坯坮坯坴坯坮坩坣坩坴坹圮 块坩坴坨坩坮 坴坨坩坳 坦坲坡坭坥坷坯坲坫圬 坷坥 坳坵坭坭坡坲坩坺坥 坴坨坥 坭坡坩坮 坲坥坳坵坬坴坳 坦坯坲 坰坡坲坡坢坯坬坩坣坻

坥坬坬坩坰坴坩坣 坡坮坤 坦坵坬坬坹 坰坡坲坡坢坯坬坩坣 坭坯坤坥坬坳 坣坯坮坣坥坲坮坩坮坧 坧坬坯坢坡坬 坥坸坩坳坴坥坮坣坥圬 坵坮坩坦坯坲坭圭坩坮圭坴坩坭坥 坢坯坵坮坤圭

坥坤坮坥坳坳圬 坣坲坩坴坩坣坡坬圭坭坡坳坳 坰坨坥坮坯坭坥坮坡圬 坩坮圌坮坩坴坥圭坴坩坭坥 坵坮坢坯坵坮坤坥坤坮坥坳坳圬 坡坮坤 坳坴坡坢坩坬坩坺坡坴坩坯坮圮 坐坡坲坴坩坣圭

坵坬坡坲 坥坭坰坨坡坳坩坳 坩坳 坰坬坡坣坥坤 坯坮 坴坨坥 坡坵坸坩坬坩坡坲坹圭坦坵坮坣坴坩坯坮 坣坯坭坰坡坲坩坳坯坮 坭坥坴坨坯坤圬 坷坨坩坣坨 坩坳 坢坵坩坬坴 坵坰坯坮

坥坬坬坩坰坴坩坣 坲坥坳坯坬坶坥坮坴 坯坰坥坲坡坴坯坲坳 坡坮坤 坫坥坹 坳坴坲坵坣坴坵坲坡坬 坩坤坥坮坴坩坴坩坥坳圮 块坥 坤坥坳坣坲坩坢坥 坨坯坷 坴坨坥 坣坯坮坳坴坲坵坣圭

坴坩坯坮 坯坦 坳坵坩坴坡坢坬坥 坣坯坭坰坡坲坩坳坯坮 坱坵坡坮坴坩坴坩坥坳圬 坴坨坥 坣坬坯坳坵坲坥 坯坦 坡 坰坲坩坯坲坩 坥坳坴坩坭坡坴坥坳圬 坡坮坤 坲坥坧坵坬坡坲坩坴坹

坩坭坰坲坯坶坥坭坥坮坴 坡坲坥 坣坯坭坢坩坮坥坤 坩坮 坴坨坩坳 坡坰坰坲坯坡坣坨圮 坔坨坥 坥國坥坣坴坳 坯坦 坤坡坭坰坩坮坧 坩坮 坮坯坮坨坯坭坯坧坥坮坥坯坵坳

坭坯坤坥坬坳 坡坮坤 坳坥坶坥坲坡坬 坯坰坥坮 坰坲坯坢坬坥坭坳 坡坲坥 坡坬坳坯 坤坩坳坣坵坳坳坥坤圮

Keywords. 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 坳坹坳坴坥坭圻 坳坩坧坮坡坬圭坤坥坰坥坮坤坥坮坴 坭坯坴坩坬坩坴坹圻 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫圭坴坹坰坥 坤坩國坵圭

坳坩坯坮圻 坡坵坸坩坬坩坡坲坹圭坦坵坮坣坴坩坯坮 坣坯坭坰坡坲坩坳坯坮 坭坥坴坨坯坤圻 坱坵坡坬坩坴坡坴坩坶坥 坴坨坥坯坲坹 坯坦 坳坯坬坵坴坩坯坮坳圮

1 引言：信号依赖运动性与 Keller–Segel 系统

坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬型趋化系统是描述细胞、微生物等生物群体在化学信号作用下发生定

向迁移与自组织聚集的核心数学模型圮在 坋坥坬坬坥坲和 坓坥坧坥坬 圱圹圷圱年的经典工作 坛圲圶坝中圬 细

胞扩散率和趋化灵敏度均允许依赖信号浓度圮 用现代记号表示圬 一个典型形式为
ut 圽 坤坩坶

(
γ在v圩∇u− uχ在v圩∇v

)
, x ∈ 圊, t > 地,

τvt 圽 圁v − v 圫 u, x ∈ 圊, t > 地,
在圱圮圱圩

其中 u 和 v 分别表示细胞密度与信号浓度圬 γ在v圩 > 地 表示信号调控的细胞运动性圬 χ在v圩

表示趋化灵敏度圮 在其随机游走推导中圬 二者满足

χ在v圩 圽 在α− 圱圩γ′在v圩, 在圱圮圲圩

其中 α ≥ 地 刻画有效感受器间距相对于随机游走步长的尺度圮 坋坥坬坬坥坲 和 坓坥坧坥坬 在完成一

般推导之后圬 特别讨论了极限情形 α 圽 地1圮 此时个体仅通过单个感受器感知局部信号对

其活动强度的无方向性调节圬 这一机制在后续文献中通常称为局部感知圮

当 α 圽 地 时圬 χ在v圩 圽 −γ′在v圩圬 因而密度方程化为

ut 圽 坤坩坶
(
γ在v圩∇u圫 uγ′在v圩∇v

)
圽 圁

(
γ在v圩u

)
. 在圱圮圳圩

这就是本文关注的信号依赖 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 型扩散结构圮

1Keller 和 Segel 在原文中特别说明, 这一情形是经 S. Corrsin 提醒后注意到的；参见 [26, p. 228].
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作为对照圬 经典的 坭坩坮坩坭坡坬 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 系统可写为
ut 圽 圁u− χ∇ · 在u∇v圩,

τvt 圽 圁v − v 圫 u.
在圱圮圴圩

其中常系数扩散与趋化漂移彼此独立圬 二者之间的竞争产生了二维临界质量、有限时

间爆破等经典问题 坛圳圲圬 圴坝圮 相比之下圬 在圱圮圳圩 中的扩散与有效漂移并非彼此独立圬 而是统

一体现于 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 通量

JFP 圽 −∇
(
γ在v圩u

)
之中圮 当运动性系数预先给定时圬 其零通量稳态满足 γ在v圩us 圽 坣坯坮坳坴坡坮坴圬 而 坆坩坣坫 型通量

−γ在v圩∇u 的零通量稳态满足 ∇us 圽 地圮 因此圬 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 型扩散天然允许由空间异

质性诱导的非均匀稳态 坛圳圬 圵坝圮

尽管 在圱圮圳圩 的展开形式呈现出扩散坻漂移结构圬 两部分并不对应相互独立的生物过

程圮 整个通量统一来源于信号对个体随机运动强度的调节圬 个体本身无需独立感知信号

梯度圮 其中 γ在v圩 决定随机运动强度圬 而

−uγ′在v圩∇v

给出宏观上的有效迁移偏向：γ′在v圩 < 地 时表现为有效吸引圬 γ′在v圩 > 地 时表现为有效排

斥圮

在合成生物学和微生物群体模型中圬 高信号水平抑制运动能力可由 γ′ ≤ 地 描述圬 并

可能诱导细胞聚集和周期性空间结构 坛圲圹圬 圱地圬 圳圵坝圮 由此也产生两条基本分类轴：γ 在无

穷远处的渐近大小决定高信号区域中的扩散强度圬 而 γ′ 的符号及其变化决定有效迁移

偏向圮 渐近退化、渐近无界增长及非单调运动性分别引出整体存在性、时间一致有界

性、临界质量、无穷大时间无界性和长期动力学等问题圮

退化迁移机制的近期综述可参见 坛圴地坝圮 本文沿用“局部感知 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 系统”这

一文献称谓圬 同时强调其信号调制随机运动和非局部密度反馈 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 扩散的结

构特征圮 本文按照运动性函数的渐近大小和有效迁移偏向梳理主要结果圬 并以两个关键

恒等式为基础提炼辅助函数比较框架圮 弱解理论、数值离散、信号消耗、间接信号产

生、流体耦合和随机粒子极限等方向不作系统综述圮

本文安排如下圮 第二节介绍模型结构圬 主要困难和代表性分析路线；第三节梳理齐

次模型的主要结果；第四节提炼辅助函数比较框架；第五节概述从信号上界到密度高

阶估计的正则性提升；第六节讨论非齐次阻尼及修正比较方法；第七节总结现有理论

并提出开放问题圮
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2 模型框架与基本数学问题

2.1 方程形式与非局部反馈结构

为统一后文记号圬 将本文讨论的模型写为
ut 圽 圁

(
γ在v圩u

)
−G在u圩, x ∈ 圊, t > 地,

τvt 圽 圁v − v 圫 u, x ∈ 圊, t > 地,

∂ν
(
γ在v圩u

)
圽 ∂νv 圽 地, x ∈ ∂圊, t > 地.

在圲圮圱圩

其中 圊 ⊂ RN 为有界光滑区域圬 系统配以适当的非负初值圮 参数 τ ≥ 地 表示信号响应时

间圬 G 表示反应项圮 下文称 G ≡ 地 的情形为齐次模型圬 称 G ̸≡ 地 的情形为非齐次模型圮

系统 在圲圮圱圩 的一个基本特征是圬 密度方程中的运动性系数并非预先给定圬 而是由信

号变量反馈决定：

D在x, t圩 圽 γ在v在x, t圩圩.

另一方面圬 信号又由密度产生圮 因而圬 系统包含如下闭环反馈结构：

密度产生信号 −→ 信号调节运动性 −→ 运动性反过来控制密度演化.

参数 τ 是否为零决定了这一反馈是瞬时的还是动态的圮

当 τ 圽 地 时圬 信号变量由当前密度分布准静态地确定圮 记

A 场圽 I −圁

为带齐次 坎坥坵坭坡坮坮 边界条件的椭圆算子圬 则

A坛v坝 圽 u, v 圽 A−1坛u坝.

因此圬 抛物坻椭圆系统可以约化为关于密度的非局部方程

ut 圽 圁
(
γ
(
A−1坛u坝

)
u
)
−G在u圩. 在圲圮圲圩

这体现了“密度产生信号坻信号调节运动性”的瞬时空间非局部反馈圮 在消去信号变量

之后圬 抛物坻椭圆模型也可视为一类非局部密度反馈的 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 扩散坻反应方程圮

当 τ > 地 时圬

τvt 圫A坛v坝 圽 u.

利用由 −A/τ 生成的半群可将信号变量表示为

v在t圩 圽 e−tA/τvin 圫
圱

τ

∫ t

0

e−(t−s)A/τu在s圩 坤s.

此时 v在t圩 不仅取决于当前密度圬 还依赖此前的密度演化圬 因而形成兼具空间平滑和时间

非局部性的动态反馈圮 这与抛物坻椭圆模型中的瞬时空间非局部关系具有本质区别圮
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因此圬 抛物坻椭圆模型和完全抛物模型分别对应瞬时空间非局部反馈与动态时空非

局部反馈圬 但二者共享同一基本结构：密度经过椭圆预解算子或抛物演化算子产生信

号圬信号再通过运动性函数 γ在v圩调节密度的 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫扩散圮 由于这一扩散系数本

身由解非局部地决定圬 标准的一致抛物估计、能量方法和比较原理通常不能直接闭合圬

这也构成后续分析的主要结构性困难圮

2.2 主要数学困难

具有信号依赖 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 型扩散的 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 系统主要面临以下几个方面

的分析困难圮

首先圬 信号变量可能无界圬 从而使密度方程失去一致抛物性圮 对齐次模型圬 由质量守

恒及预解算子或热半群的正性通常可得

v在x, t圩 ≥ v∗ > 地, x ∈ 圖圊, t ≥ 地.

主要困难因而来自 v 可能趋于无穷场 γ在v圩 既可能失去正下界圬 也可能成为无界系数圮 由

于 v 由 u 产生圬 信号上界与密度估计相互依赖圬 建立 v 的点态上界通常是首要步骤圮

其次圬 一般 γ 下系统缺乏可直接利用的变分结构圮 熵或 坌坹坡坰坵坮坯坶 泛函通常只在指

数型圬 幂函数型或满足特定微分关系时存在圬 传统能量方法因而往往需要较强的结构条

件圮

再次圬 将密度方程展开可得

ut 圽 ∇ ·
(
γ在v圩∇u

)
圫∇ ·

(
uγ′在v圩∇v

)
−G在u圩.

其中交叉扩散的符号随 γ′ 变化圬 一般难以用最大值原理或常规能量估计闭合圻 同时还

叠加了空间非局部性以及完全抛物情形中的历史依赖圮

最后圬 非线性反应项使齐次模型中由辅助函数方法揭示的内蕴比较结构不能直接

沿用圮 阻尼项直接提供的主要是整体积分意义下的耗散圬 而这种耗散通常不足以立即给

出点态估计圮 如何修正辅助函数和比较关系圬 并将积分耗散转化为 u 或 v 的点态控制圬

是非齐次模型的主要困难圮

2.3 已有研究方法的三条主要路线

围绕具有信号依赖 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 型扩散的 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 系统圬 现有研究可概括为

三条具有代表性的路线场 快反应型多组分反应扩散逼近圬 以密度估计为起点的直接能量

方法圬 以及辅助函数比较方法圮 第一条路线主要用于模型导出和奇异极限分析圬 后两条

路线主要用于该类宏观方程本身的定性分析圮
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2.3.1 快反应型多组分反应扩散逼近

第一类方法从具有线性扩散和快速状态转换的多组分反应扩散系统出发圬 通过奇

异极限导出信号依赖 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 型扩散方程 坛圱圷坝圮 典型逼近系统为
∂tU1 圽 d圁U1 圫

圱

ε

(
k在V 圩U2 − h在V 圩U1

)
,

∂tU2 圽 在d圫 α圩圁U2 −
圱

ε

(
k在V 圩U2 − h在V 圩U1

)
,

τ∂tV 圽 圁V − V 圫 U1 圫 U2.

令 U 场圽 U1 圫 U2圮 将前两个方程相加可得

∂tU 圽 d圁U 圫 α圁U2.

当 ε→ 地 时圬 快反应平衡形式上给出

U2 圽
h在V 圩

k在V 圩 圫 h在V 圩
U,

因而极限方程具有

∂tU 圽 圁
(
在d圫H在V 圩圩U

)
, H在V 圩 场圽 α

h在V 圩

k在V 圩 圫 h在V 圩
,

这样的信号依赖 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 型扩散结构圮

这一方法解释了信号依赖运动性的多状态迁移来源圻 严格化的关键是建立关于 ε

一致的先验估计并识别极限通量圮 类似思想也用于 坜坤坷坥坬坬坥坲坻坷坡坮坤坥坲坥坲圢 模型的快反应

极限和斑图形成研究 坛圷圬 圸坝圮

在上述情形中 d ≤ d 圫H在V 圩 ≤ d 圫 α圬 所得运动性有界且非退化圻 渐近退化或无界

增长的情形仍需其他分析工具圮

2.3.2 直接能量估计与迭代方法

第二类方法将 坆坯坫坫坥坲坻坐坬坡坮坣坫 型扩散项展开为

圁
(
γ在v圩u

)
圽 ∇ ·

(
γ在v圩∇u

)
圫∇ ·

(
uγ′在v圩∇v

)
−G在u圩,

从而把系统视为具有信号依赖扩散率和交叉扩散项的 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 型系统圮 以 up−1 为

测试函数圬 形式上可得

圱

p

坤

坤t

∫
Ω

up 圫 在p− 圱圩

∫
Ω

γ在v圩up−2|∇u|2 圫
∫
Ω

G在u圩up−1

圽 −在p− 圱圩

∫
Ω

up−1γ′在v圩∇u · ∇v.

关键在于控制交叉项圬 并对某个 p > N/圲 建立 u 的空间 Lp在圊圩 估计圬 随后借助信号方

程的正则性启动自举圮
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当 γ′/γ 可控或系统具有额外的熵与阻尼结构时圬 可以结合插值圬 加权能量圬 对偶估

计和 坍坯坳坥坲坻坁坬坩坫坡坫坯坳 迭代闭合估计 坛圴圳圬 圳圳圬 圲圴圬 圱圬 圳圴圬 圲圵圬 圳圶圬 圳圷坝圮 然而圬 对于一般运动

性函数圬 通量展开所产生的交叉项往往难以控制圮 特别是当 γ在v圩 可能趋于零时圬 获得 u

的高阶可积性通常需要 γ在v圩 具有一致正下界圬 而后者又依赖于 v 的上界圬 从而形成循

环依赖圮

2.3.3 辅助函数比较方法

第三类方法不展开 圁在γ在v圩u圩 的通量结构圬 而是借助 坎坥坵坭坡坮坮 椭圆预解算子圬 辅助

函数和比较原理优先控制信号变量 坛圱圱圬 圱圳圬 圱圲圬 圲地圬 圱圵圬 圲圳圬 圱圶圬 圴圱圬 圲圱圬 圲圲坝圮

记

A 场圽 I −圁, w 场圽 A−1坛u坝,

其中 A 配以齐次 坎坥坵坭坡坮坮 边界条件圮 对于齐次模型 G ≡ 地圬 密度方程蕴含基本恒等式

wt 圫 γ在v圩u 圽 A−1坛γ在v圩u坝.

在抛物坻椭圆情形中 w 圽 v圬因而可利用预解算子的保正性圬椭圆比较原理和单调性技巧

直接研究 v 的点态上界圬 而不必预先建立 u 的高阶可积性 坛圱圱圬 圲地圬 圲圸圬 圲圱坝圮

在完全抛物情形中圬 上述恒等式仍然对密度势 w 成立圬 但一般有 w ̸圽 v圮 因此圬 需

要引入进一步的辅助函数和分解关系圬 将对 w 的控制传递给动态信号 v 坛圱圳圬 圱圵圬 圲圳圬 圱圶圬

圴圱圬 圹圬 圲圲坝圮

当 G ̸≡ 地 时圬 上述恒等式中会出现额外的非局部项 −A−1坛G在u圩坝圬 从而破坏齐次模

型中的直接比较关系圮 这时需要构造新的辅助函数对该项进行吸收或补偿 坛圴圲圬 圳地坝圮 相

关恒等式及其具体闭合机制将在第 圴节与第 圶圮圲节结合相应模型介绍圮

这一方法先建立信号上界圬 再恢复密度方程的可控抛物结构圬 从而在一定程度上避

开通量展开产生的循环依赖圮

2.3.4 三类方法的比较

上述三条路线处于不同的分析层次圮 快反应逼近主要解释宏观扩散结构如何由多

状态迁移机制产生圬 而直接能量方法和辅助函数比较方法主要研究极限模型本身的定

性性质圮 后两者分别采取密度优先和信号优先的分析次序圬 但并非彼此排斥圮 辅助函数

方法获得信号上界后圬 通常仍需结合能量估计圬 对偶方法圬 迭代技术以及椭圆坻抛物正则

性圬 才能进一步得到密度的一致有界性和高阶正则性圮

3 运动性结构与齐次模型的主要数学结论

本节按运动性函数的渐近大小和单调性分类圬 集中陈述齐次模型的整体存在圬 一致

有界性圬 临界质量和无穷大时间爆破结果圻 下一节讨论相应方法圮
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考虑齐次局部感知 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 系统
ut 圽 圁

(
γ在v圩u

)
, x ∈ 圊, t > 地,

τvt 圽 圁v − v 圫 u, x ∈ 圊, t > 地,

∂ν
(
γ在v圩u

)
圽 ∂νv 圽 地, x ∈ ∂圊, t > 地,

在圳圮圱圩

其中圬 圊 ⊂ RN 为有界光滑区域圬 τ ≥ 地圬 且运动性函数满足

γ ∈ C3在在地,∞圩圩, γ在s圩 > 地, s > 地. 在圳圮圲圩

为统一表述圬 下文不追求最弱的初值正则性圮 当 τ 圽 地 时圬 假设

uin ∈ W 1,∞在圊圩, uin ≥ 地, uin ̸≡ 地, 在圳圮圳圩

并令

vin 场圽 A−1坛uin坝, A 圽 I −圁, 在圳圮圴圩

其中 A 配以齐次 坎坥坵坭坡坮坮 边界条件圮 当 τ > 地 时圬 假设

在uin, vin圩 ∈ W 1,∞在圊圻R2圩, uin ≥ 地, uin ̸≡ 地, vin > 地 在 圊 上. 在圳圮圵圩

相应初值条件写为

u在地圩 圽 uin, v在地圩 圽 vin 在τ > 地圩.

记初始总质量及其空间平均为

圃 场圽

∫
Ω

uin 坤x, m 场圽
圃

|圊|
. 在圳圮圶圩

在齐次模型中圬 密度总质量守恒：∫
Ω

u在t, x圩 坤x 圽 圃, t ≥ 地. 在圳圮圷圩

3.1 运动性函数的两条分类轴

现有研究表明圬 问题 在圳圮圱圩 的整体存在性圬 一致有界性圬 爆破及长期行为圬 与 γ 在无

穷远处的渐近大小和单调性密切相关圮 记

γ∞ 场圽 坬坩坭 坩坮坦
s→∞

γ在s圩, γ∞ 场圽 坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩. 在圳圮圸圩

根据渐近下包络是否为零以及渐近上包络是否有限圬 可以将正运动性函数分为表 圱 所

列的四种彼此互斥的类型圮

这一分类仅依据 γ 的渐近大小圮 另一方面圬 由

圁
(
γ在v圩u

)
圽 ∇ ·

(
γ在v圩∇u圫 uγ′在v圩∇v

)
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表 圱场 运动性函数的主要渐近类型及其典型影响

运动性类型 渐近条件 主要特征

有界非退化型 0 < γ∞ ≤ γ∞ <∞ 运动性保持正且有界, 不发生渐近退化或无

界增长

渐近退化而上有界

型

γ∞ = 0, γ∞ <∞ 运动性可以变得任意小, 解行为通常对退化

速度敏感

渐近无界而下非退

化型

γ∞ > 0, γ∞ = ∞ 运动性可以变得任意大, 增强扩散可能产生

有界化效应

退化–无界混合型 γ∞ = 0, γ∞ = ∞ 兼具渐近退化与无界增强, 并允许双向强振

荡

可见圬 γ′ 的符号决定迁移偏向：γ′ ≤ 地 对应吸引圬 γ′ ≥ 地 对应排斥圬 而 γ′ 变号则允许吸

引与排斥共存圮 因此圬 “渐近大小”和“迁移偏向”是两条相互独立的分类轴；同一种

渐近类型可以包含纯吸引圬 纯排斥以及二者共存的情形圮

抛物坻椭圆模型和完全抛物模型对运动性尾部的允许范围存在显著差异圮 当 τ 圽 地

时圬 一般正运动性已经足以保证齐次模型的整体经典可解性圮 相比之下圬 当 τ > 地 时圬 阈

值 圱/τ 在现有比较理论中起关键作用圮 除有界非退化型外圬 现有理论主要覆盖

γ∞ <
圱

τ
和 γ∞ >

圱

τ

两个区域圮 这里的上下包络条件并不要求 γ 具有固定单调性圮

因此圬 表 圱 并非后续定理的一一对应目录圮 具体结论还取决于 τ 圬 空间维数圬 单调性

以及运动性的衰减或增长速度圬 因而同一定理可能同时覆盖表中的多个渐近类型圮 特别

地圬 当 τ 圽 地 时圬 定理 圳圮圴 在坩坩圩 同时覆盖渐近无界而下非退化型和退化坻无界混合型圻 对于

τ > 地 的退化坻无界混合型圬 一般的整体存在性与一致有界性理论尚未建立圮

3.2 整体经典解的存在性

不同于 坭坩坮坩坭坡坬 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 系统中可能出现的有限时间爆破圬 局部感知模型在抛

物坻椭圆情形下对一般正运动性均具有整体经典解圻 在完全抛物情形下圬 现有理论也已

在广泛的尾部条件下排除了有限时间爆破圮

对于抛物坻椭圆模型圬综合 坛圲地圬 圲圱坝中的结果圬可以得到如下普适的整体存在性结论圮

定理 3.1 在抛物坻椭圆模型的一般整体存在性圩. 设 τ 圽 地, 且 γ 满足 在圳圮圲圩. 则对任意满

足 在圳圮圳圩 的初值, 问题 在圳圮圱圩 存在唯一的非负整体经典解.

上述定理由两类互补结果共同给出圮 当

坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩 <∞
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时圬 对任意正运动性函数均可建立整体经典解的存在性圬 无需假设 γ 具有单调性 坛圲地坝圮

当

坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩 圽 ∞

时圬 相应结论见 坛圲圱坝圮 因此圬 在 τ 圽 地 时圬 仅由 γ 的正性和基本正则性即可排除有限时间

爆破圬 无需对其单调性以及在无穷远处的增长或衰减速度施加额外限制圮

完全抛物模型中的情况更为复杂圮 综合 坛圱圵圬 圴圱圬 圲圲坝 中的结果圬 目前已知的代表性充

分条件可概括如下圮

定理 3.2 在完全抛物模型的整体存在性圩. 设 τ > 地, 且 γ 满足 在圳圮圲圩. 若下列三组条件之

一成立:

在坩圩 坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩 <
圱

τ
圻

在坩坩圩 地 < 坬坩坭 坩坮坦
s→∞

γ在s圩 ≤ 坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩 <∞圻

在坩坩坩圩 坬坩坭 坩坮坦
s→∞

γ在s圩 >
圱

τ
,

在圳圮圹圩

则对任意满足 在圳圮圵圩 的初值, 问题 在圳圮圱圩 存在唯一的非负整体经典解.

注 3.3. 条件 在坩圩 的上述一般非单调形式见 [41]. 在运动性单调不增或满足其他附加结

构条件时, 相关先行结果见 [13, 15, 16]; 含营养物消耗的扩展模型见 [23].

条件 在坩坩圩 见 [41], 条件 在坩坩坩圩 见 [22].

上述三组条件包含所有正单调运动性, 也允许相当广泛的非单调情形.

需要强调的是圬 整体存在并不蕴含时间一致有界圮 条件 在坩坩圩 和 在坩坩坩圩 所对应的上述结

果实际上还给出时间一致有界性圬 而条件 在坩圩 在当前一般形式下仅保证整体经典解的存

在圮 对于某些快速衰减的运动性圬 仍可能出现

坳坵坰
t≥0

(
∥u在t圩∥L∞(Ω) 圫 ∥v在t圩∥L∞(Ω)

)
圽 ∞.

由于有限时间爆破已经被排除圬 这类无界行为只能表现为无穷大时间无界性圮

3.3 任意空间维数下的一致有界性

首先汇总不涉及空间维数依赖阈值的一致有界性结果圮 综合 坛圲地圬 圴圱圬 圲圱圬 圲圲坝圬 可以

得到如下结论圮

定理 3.4 在与空间维数无关的一致有界性圩. 设 N ≥ 圱, γ 满足 在圳圮圲圩, 且初值满足前述相

应条件. 若下列三组条件之一成立:

在坩圩 地 < 坬坩坭 坩坮坦
s→∞

γ在s圩 ≤ 坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩 <∞, τ ≥ 地圻

在坩坩圩 坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩 圽 ∞, τ 圽 地圻

在坩坩坩圩 坬坩坭 坩坮坦
s→∞

γ在s圩 >
圱

τ
, τ > 地,

在圳圮圱地圩
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则问题 在圳圮圱圩 的整体经典解时间一致有界, 即

坳坵坰
t≥0

(
∥u在t圩∥L∞(Ω) 圫 ∥v在t圩∥L∞(Ω)

)
<∞. 在圳圮圱圱圩

当 τ > 地 时圬 条件 在坩圩 见 坛圴圱坝圻 其论证经相应简化亦可用于 τ 圽 地圮 它将此前二维凸

区域及附加导数条件下的结论 坛圳圳坝 推广到任意维数和一般光滑区域圬 且不要求单调性圮

条件 在坩坩圩 见 坛圲圱坝圮 该条件只要求运动性在上极限意义下无界圬 并不要求其单调或具

有正的渐近下界圮 因此圬 它允许

γ∞ 圽 地, γ∞ 圽 ∞

这类退化与无界行为交替出现的运动性圮 条件 在坩坩坩圩 见 坛圲圲坝圬 它给出了完全抛物模型中允

许运动性渐近无界及其导数变号的一类充分条件圮

这些条件覆盖所有正的单调非减运动性圻 对这一排斥型分支还可得到向空间齐次

稳态的稳定化圮

定理 3.5 在单调非减运动性下的一致有界性与稳定化圩. 设 N ≥ 圱, τ ≥ 地, γ 满足 在圳圮圲圩,

并且

γ′在s圩 ≥ 地, s > 地.

设初值满足前述相应条件, 并记

m 场圽
圱

|圊|

∫
Ω

uin在x圩 坤x.

则问题 在圳圮圱圩 的整体经典解时间一致有界, 并且

坬坩坭
t→∞

(
∥u在t圩−m∥L∞(Ω) 圫 ∥v在t圩−m∥W 1,∞(Ω)

)
圽 地. 在圳圮圱圲圩

抛物坻椭圆与完全抛物情形分别见 坛圲圱圬 圲圲坝圮 部分单调递减运动性也有类似稳定化

结论圬 见下文幂函数情形圮

3.4 退化运动性下与维数相关的有界性条件

当

γ∞ 圽 地

时圬 密度方程可能在大信号区域失去一致抛物性圮 此时圬 一致有界性不再仅由运动性是

否退化决定圬 还依赖其衰减速度及空间维数圮 当 N 圽 圱 时圬 质量守恒结合一维椭圆或抛

物正则化可直接给出 v 的时间一致 L∞ 估计圬 从而 γ在v圩 沿解轨道保持一致非退化圻 再

由标准抛物正则化与自举即可得到 u 的一致有界性圮 因此圬 下文仅讨论 N ≥ 圲 的情形圮
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3.4.1 二维情形

在二维情形中圬 亚指数下界条件可保证任意质量解的一致有界性 坛圱圲圬 圴圱圬 圲圱坝圮

定理 3.6 在二维亚指数下界条件下的任意质量有界性圩. 设 N 圽 圲, 并假设

γ∞ 圽 地.

当 τ > 地 时, 进一步假设

γ∞ <
圱

τ
.

若对任意 χ > 地, 均有

坬坩坭 坩坮坦
s→∞

eχsγ在s圩 > 地, 在圳圮圱圳圩

则对任意满足前述条件的初值, 问题 在圳圮圱圩 的整体经典解均时间一致有界.

条件 在圳圮圱圳圩 表明运动性可能出现的低谷不低于任意负指数尺度圮 典型例子包括

γ在s圩 圽 s−k1 坬坯坧−k2在圱 圫 s圩, k1 > 地, k2 ≥ 地,

以及

γ在s圩 圽 e−sq , 地 < q < 圱.

这些运动性在二维中均给出任意质量的一致有界性圮

3.4.2 高维情形

在高维空间中圬 一致有界性通常需要对运动性的代数衰减速度作出限制圮 以幂函数

γ在s圩 圽 s−k, k > 地,

为例圬 早期工作在附加小性条件下得到有界性 坛圴圳坝圬 随后在抛物坻椭圆情形中将无条件有

界范围推进到

地 < k <
圲

N − 圲

坛圱坝圮

此后圬 抛物坻椭圆模型中允许的代数衰减范围被进一步扩大到

地 < k <
N

N − 圲
.

与此同时圬 幂函数条件被推广为双边代数控制条件场 允许存在 地 ≤ l ≤ k 使

坬坩坭 坩坮坦
s→∞

skγ在s圩 > 地, 坬坩坭 坳坵坰
s→∞

slγ在s圩 <∞,

并要求

k <
N

N − 圲
, k − l <

圲

N − 圲
.
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该结果最初在 τ 圽 地 且 γ 单调不增的条件下获得 坛圲地坝圮 对于完全抛物模型圬 幂函数型运

动性情形随后也得到了相同的临界阈值 坛圲圳圬 圱圶坝圮 此后圬 完全抛物模型在双边代数控制

条件下的相关结论被推广到一般非单调运动性函数 坛圴圱坝圻 尽管该文主要研究 τ > 地 的情

形圬 其论证经相应简化亦可用于 τ 圽 地圮

定理 3.7 在高维代数衰减条件下的任意质量有界性圩. 设 N ≥ 圳, 并假设

γ∞ 圽 地.

进一步假设 τ 圽 地, 或者 τ > 地 且

γ∞ <
圱

τ
.

若存在 地 ≤ l ≤ k 满足

地 < k <
N

N − 圲
, k − l <

圲

N − 圲
, 在圳圮圱圴圩

并且

坬坩坭 坩坮坦
s→∞

skγ在s圩 > 地, 坬坩坭 坳坵坰
s→∞

slγ在s圩 <∞, 在圳圮圱圵圩

则对任意满足前述条件的初值, 问题 在圳圮圱圩 的整体经典解均时间一致有界.

条件 在圳圮圱圵圩 允许 γ 在 s−k 与 s−l 两个代数阶之间非单调波动圬 而

k − l <
圲

N − 圲

限制两者的差距圮

对于最典型的幂函数运动性圬 可以同时得到一致有界性和长期稳定性 坛圱圬 圱圹圬 圹圬 圲圳坝圮

推论 3.8 在幂函数运动性下的有界性与稳定性圩. 设 N ≥ 圳, 且

γ在s圩 圽 s−k, k > 地.

若

k <
N

N − 圲
, 在圳圮圱圶圩

则抛物–椭圆模型和完全抛物模型的整体经典解对任意初值均时间一致有界.

进一步, 若

地 < k ≤ 圱, 在圳圮圱圷圩

则解以指数速率趋于由守恒质量确定的空间齐次稳态 在m,m圩.

更一般地圬 对单调递减运动性圬 若

γ在s圩 圫 sγ′在s圩 ≥ 地, s > 地, 在圳圮圱圸圩

则系统具有 坌坹坡坰坵坮坯坶 泛函圬 且一致有界解指数收敛到 在m,m圩 坛圹圬 圲圳坝圮
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对于 γ在s圩 圽 s−k圬 有

γ在s圩 圫 sγ′在s圩 圽 在圱− k圩s−k.

故 地 < k ≤ 圱 时得到上述稳定性圮 这里有两个不同层次的指数范围场

地 < k <
N

N − 圲

保证任意质量下的时间一致有界性圬 而

地 < k ≤ 圱

还保证解向空间齐次稳态指数收敛圮 指数

kc 圽
N

N − 圲

是目前高维任意质量有界性理论达到的阈值圬 其临界性仍未解决圮

3.5 指数退化下的临界质量与无穷大时间爆破

二维亚指数下界条件保证任意质量有界圬 而负指数运动性开始产生质量依赖的聚

集现象圮 因此圬 指数衰减是现有理论中由任意质量有界转向质量依赖无界行为的候选临

界尺度圮

考虑负指数型运动性

γ在s圩 圽 e−χs, χ > 地, 在圳圮圱圹圩

并记守恒质量为

圃 圽

∫
Ω

uin 坤x.

此时圬 局部感知模型与具有相同信号方程的 坭坩坮坩坭坡坬 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 模型ut 圽 ∇ · 在∇u− χu∇v圩,

τvt 圽 圁v − v 圫 u

具有相同的正稳态圮 事实上圬 任一正稳态 在us, vs圩 均满足

−圁vs 圫 vs 圽
圃eχvs∫

Ω

eχvs 坤x
, x ∈ 圊,

us 圽
圃eχvs∫

Ω

eχvs 坤x
, x ∈ 圊,

∂νvs 圽 地, x ∈ ∂圊.

在圳圮圲地圩

局部感知模型与 坭坩坮坩坭坡坬 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 模型共享 坌坹坡坰坵坮坯坶 泛函

F在u, v圩 场圽

∫
Ω

[
u 坬坯坧 u− χuv 圫

χ

圲
|∇v|2 圫 χ

圲
v2
]
坤x. 在圳圮圲圱圩
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但耗散机制不同圮 坭坩坮坩坭坡坬 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 模型满足

坤

坤t
F在u, v圩 圫

∫
Ω

u |∇在坬坯坧 u− χv圩|2 坤x圫 χτ

∫
Ω

|vt|2坤x 圽 地,

而局部感知模型满足

坤

坤t
F在u, v圩 圫

∫
Ω

e−χvu |∇在坬坯坧 u− χv圩|2 坤x圫 χτ

∫
Ω

|vt|2坤x 圽 地.

退化权重 e−χv 减弱了高信号区域中的耗散圮 因而两类模型虽有相同稳态和 坌坹坡坰坵坮坯坶

泛函圬 聚集时间尺度却不同场 坭坩坮坩坭坡坬 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 模型可有限时间爆破圬 而局部感知模

型的无界行为只能发生在无穷大时间圮

3.5.1 二维临界质量

定理 3.9 在二维指数运动性下的质量阈值与无穷大时间爆破圩. 设 N 圽 圲, 且运动性由

在圳圮圱圹圩 给出. 考虑抛物–椭圆模型 τ 圽 地 以及归一化完全抛物模型 τ 圽 圱. 则相应经典解

对任意满足前述条件的正则初值均整体存在, 并具有如下性质.

1. 定义

圃c 场圽


圸π

χ
, 圊 圽 BR在地圩 且相应初值径向对称,

圴π

χ
, 一般情形.

在圳圮圲圲圩

若 圃 < 圃c, 则整体经典解时间一致有界. 此外, 存在稳态 在us, vs圩, 使得

在u在t圩, v在t圩圩 −→ 在us, vs圩 in C2在圖圊圩× C2在圖圊圩

当 t→ ∞.

2. 若 圊 圽 BR在地圩, 则对任意

圃 ∈
(
圸π

χ
,∞

)
\ 圴π

χ
N∗, 在圳圮圲圳圩

抛物–椭圆模型和完全抛物模型均存在质量为 圃 的径向正则初值, 使相应整体经

典解在无穷大时间无界, 即

坬坩坭 坳坵坰
t→∞

(
∥u在t圩∥L∞(Ω) 圫 ∥v在t圩∥L∞(Ω)

)
圽 ∞. 在圳圮圲圴圩

3. 对于归一化完全抛物模型, 在任意二维有界光滑区域上, 对每个

圃 ∈
(
圴π

χ
,∞

)
\ 圴π

χ
N∗, 在圳圮圲圵圩

均存在一组质量为 圃 的非负光滑初值, 无需假设区域或初值具有径向对称性, 使

相应整体经典解满足

坬坩坭 坳坵坰
t→∞

(
∥u在t圩∥L∞(Ω) 圫 ∥v在t圩∥L∞(Ω)

)
圽 ∞. 在圳圮圲圶圩
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圆盘径向构造在球心集中圬 阈值为 圸π/χ圻 一般非径向构造允许边界集中圬 阈值降为

圴π/χ圬 相关超临界质量的初值构造可追溯到 坛圱圸坝圮 围绕指数运动性下的二维临界质量现

象圬 坛圲圵坝 与 坛圱圱坝 同期开展了研究圮 前者在一般二维区域上证明了质量低于 圴π/χ 时解的

时间一致有界性圬 并在超临界质量下构造了使解可能无界的初值圻 后者结合抛物坻椭圆

模型的整体经典解存在性圬 将相应的无界行为确定为无穷大时间爆破圮 完全抛物模型中

的相应结果随后见 坛圱圳圬 圱圴坝圮 弱解框架下的有限时间正则性也给出了与这一图景相容的

结论 坛圶坝圮

3.5.2 高维任意质量无穷大时间爆破

在三维及更高维空间中圬 指数运动性产生的聚集现象更强圮 即使总质量任意小圬 也

可以选择适当初值产生无穷大时间无界解 坛圱圵坝圮

定理 3.10 在高维任意质量下无穷大时间无界解的存在圩. 设 N ≥ 圳, τ 圽 圱, 圊 圽 BR在地圩,

且

γ在s圩 圽 e−χs, χ > 地.

则对任意给定质量 M > 地, 均存在一组径向对称的正则初值 在uin, vin圩, 满足∫
Ω

uin 坤x 圽M,

使相应整体经典解满足

坬坩坭 坳坵坰
t→∞

(
∥u在t圩∥L∞(Ω) 圫 ∥v在t圩∥L∞(Ω)

)
圽 ∞. 在圳圮圲圷圩

上述结果的主要空白集中留至结语讨论圮 下一节从预解算子和关键恒等式出发圬 说

明辅助函数比较方法在不同运动性区域中的实现圮

4 辅助函数比较方法的统一框架与具体实现

本节整理齐次局部感知模型中辅助函数比较方法的共同结构圮 其基本特点是保留

圁在γ在v圩u圩 的整体形式圬 借助正的椭圆预解算子和适当的抛物辅助函数圬 先获得信号变量

的点态控制圬 再恢复密度方程的一致抛物性圮 方法可概括为

结构提取 圽⇒ 比较量构造 圽⇒ 估计闭合 圽⇒ 正则性提升 . 在圴圮圱圩

下文先给出这一框架的骨架圬 再讨论其在不同运动性区域中的具体实现圮

4.1 问题设定与预备估计

沿用第 圳 节的齐次模型和初值假设圮 标准局部适定性理论给出唯一非负局部经典

解 在u, v圩圬 其最大存在区间记为 坛地, Tmax圩圮 相应延拓准则为若 Tmax <∞圬 则

坬坩坭 坳坵坰
t↑Tmax

∥u在t圩∥L∞(Ω) 圽 ∞. 在圴圮圲圩
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局部解质量守恒圬 且存在与时间无关的 v∗ > 地 使

v在x, t圩 ≥ v∗. 在圴圮圳圩

因此只需先控制 v圬 再由正则性提升获得 u 的有限时间上界圮

4.2 统一框架: 四个方法模块

4.2.1 模块一: 辅助函数与两个关键恒等式

记

A 场圽 I −圁

为带齐次 坎坥坵坭坡坮坮 边界条件的椭圆算子圬 并定义第一辅助函数

w 场圽 A−1坛u坝. 在圴圮圴圩

记 win 场圽 A−1坛uin坝圮 由于 圁 圽 I −A圬 对密度方程作用 A−1圬 可得

wt 圽 A−1圁坛γ在v圩u坝 圽 A−1坛γ在v圩u坝− γ在v圩u.

由此得到第一关键恒等式

wt 圫 γ在v圩u 圽 A−1
[
γ在v圩u

]
. 在圴圮圵圩

它将二阶扩散结构转化为零阶乘积项与保正非局部项之间的关系圬 是两类模型的共同

出发点圮

当 τ 圽 地 时圬 信号方程为

A坛v坝 圽 u,

从而由 在圴圮圴圩 直接得到

v 圽 w.

当 τ > 地 时圬 v 与 w 不再相同圮 记

L 场圽 τ∂t 圫A,

并引入第二辅助函数 圉圬 使其满足
L坛圉坝 圽 γ在v圩u, x ∈ 圊, t > 地,

∂ν圉 圽 地, x ∈ ∂圊, t > 地,

圉在地圩 圽 地, x ∈ 圊.

在圴圮圶圩

由抛物比较原理可知

圉 ≥ 地.
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进一步定义

ψ 场圽 A−1坛圉坝. 在圴圮圷圩

于是 ψ ≥ 地圬 且 ψ在地圩 圽 地圮 由于 A 与时间微分可交换圬 由 在圴圮圶圩 得

L坛ψ坝 圽 A−1坛γ在v圩u坝. 在圴圮圸圩

由 A坛w坝 圽 L坛v坝 圽 u 及上述方程得到

L
[
w 圫 τ圉− v − τψ

]
圽 地. 在圴圮圹圩

令 η 为齐次初值修正项场 
L坛η坝 圽 地, x ∈ 圊, t > 地,

∂νη 圽 地, x ∈ ∂圊, t > 地,

η在地圩 圽 win − vin, x ∈ 圊.

在圴圮圱地圩

由线性初边值问题的唯一性得到第二关键恒等式

w 圫 τ圉 圽 v 圫 τψ 圫 η. 在圴圮圱圱圩

此外圬 由最大值原理圬

∥η在t圩∥L∞(Ω) ≤ ∥win − vin∥L∞(Ω) 圽场 Cin, t ≥ 地.

因而 v 圫 τψ 与 w 圫 τ圉 之差一致有界圮

完全抛物情形中的核心由此转化为建立 圉 与 v 的点态比较圮

4.2.2 模块二: 构造可比较量

可比较量的选取取决于 γ 的单调性和尾部行为圮 最常用的是原函数

圀在s圩 场圽

∫ s

v∗

γ在σ圩 坤σ, s ≥ v∗. 在圴圮圱圲圩

除非另行加下标说明圬 后文中的 圀 始终指 在圴圮圱圲圩 所定义的原函数圮 由链式法则圬

A坛圀在v圩坝 圽 γ在v圩u− γ′在v圩|∇v|2 圫 圀在v圩− vγ在v圩, τ 圽 地, 在圴圮圱圳圩

而当 τ > 地 时圬

L坛圀在v圩坝 圽 γ在v圩u− γ′在v圩|∇v|2 圫 圀在v圩− vγ在v圩. 在圴圮圱圴圩

抛物坻椭圆情形通常比较 A−1坛γ在v圩u坝 与 圀在v圩圬 或构造标量上下解圻 完全抛物情形则

比较 圉 与 圀在v圩圮 当 γ′ 变号时圬 可用单调包络圬 尾部截断或组合量恢复序结构圮
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4.2.3 模块三: 完成估计闭合

在获得点态比较关系后圬 现有证明主要通过以下四类机制完成闭合场

圱圮 利用标量微分不等式圬 上下解或不变区间圬 直接控制 v 的最大模圻

圲圮 若 圀在s圩 圽 o在s圩圬 利用 圀在s圩 ≤ εs圫 Cε 完成次线性吸收圻

圳圮 结合能量或积分估计圬 通过幂次迭代圬 指数可积性或有限次预解算子迭代圬 将低阶

控制提升为点态上界圻

圴圮 当 γ′ 变号而点态比较失去确定方向时圬 构造耦合未知量与辅助量的新型泛函圬 通

过建立闭合的微分不等式获得 圉 的时间一致控制圮

它们将比较关系转化为闭合先验估计圮

4.2.4 模块四: 由信号控制到密度有界性

利用 u 圽 A坛w坝 圽 w −圁w圬 第一关键恒等式可改写为

wt − γ在v圩圁w 圫 γ在v圩w 圽 A−1坛γ在v圩u坝. 在圴圮圱圵圩

一旦 v 有界圬 γ在v圩 便具有严格正的上下界圮 进一步获得 w, v 的 坈坿坯坬坤坥坲 正则性后圬 可应

用非自治抛物发展算子理论与能量估计控制 u圮 这一过程可概括为

v 有界 圽⇒ γ在v圩 一致非退化 圽⇒ w, v 的 坈坿坯坬坤坥坲 正则性 圽⇒ u ∈ L∞. 在圴圮圱圶圩

下文讨论前三个模块圬 正则性提升留待下一节圮

4.3 抛物–椭圆模型中的具体实现

当 τ 圽 地 时圬 有 v 圽 w圬 因而第一关键恒等式化为

vt 圫 γ在v圩u 圽 A−1坛γ在v圩u坝. 在圴圮圱圷圩

该式保留了左端 γ在v圩u 的正性圬 并将系统的主要困难集中于右端的非局部项圮 因此圬 抛

物坻椭圆情形中的关键是根据 γ 的单调性和尾部行为圬对 A−1坛γ在v圩u坝建立适当的点态或

积分估计圮

4.3.1 单调递减运动性: 有限时间控制与慢衰减闭合

设

γ′在s圩 ≤ 地, s > 地. 在圴圮圱圸圩

由 v ≥ v∗圬 有

地 < γ在v圩 ≤ γ在v∗圩 圽场 γ∗.
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利用 A−1 的保序性和 A−1坛u坝 圽 v圬 得到

地 ≤ A−1坛γ在v圩u坝 ≤ γ∗v. 在圴圮圱圹圩

结合 在圴圮圱圷圩 以及 γ在v圩u ≥ 地圬 可得

vt ≤ γ∗v,

从而

v在t, x圩 ≤ eγ
∗t∥vin∥L∞(Ω), 地 < t < Tmax. 在圴圮圲地圩

因此圬 γ在v圩在任意有限时间区间内保持非退化圬从而可结合延拓准则排除有限时间奇性圮

为了获得时间一致控制圬 需要进一步利用原函数比较圮 注意到第一关键恒等式可以

写为

vt − γ在v圩圁v 圫 γ在v圩v 圽 A−1坛γ在v圩u坝. 在圴圮圲圱圩

由 在圴圮圱圳圩 以及 γ′ ≤ 地圬 可得

A−1坛γ在v圩u坝 ≤ 圀在v圩 圫 C∗, C∗ 场圽 v∗γ在v∗圩. 在圴圮圲圲圩

该估计把非局部源项的增长归结为原函数 圀 的增长圬 从而将运动性函数在无穷远处的

衰减性质直接传递到后续的积分估计中圮

以

γ在s圩 圽 s−k, k > 地,

为例圬 相应原函数满足

圀k在s圩 场圽

∫ s

v∗

σ−k 坤σ 圽


O在s1−k圩, 地 < k < 圱,

O在坬坯坧 s圩, k 圽 圱,

O在圱圩, k > 圱.

在圴圮圲圳圩

以 vp−1 测试由 在圴圮圲圱圩 与 在圴圮圲圲圩 导出的微分不等式圬 并结合质量守恒与 均坡坧坬坩坡坲坤坯坻

坎坩坲坥坮坢坥坲坧 插值圬 可在相应的衰减指数范围内依次获得任意有限阶的 Lp 估计圮 随后

通过 坍坯坳坥坲坻坁坬坩坫坡坫坯坳 迭代得到

坳坵坰
t≥0

∥v在t圩∥L∞(Ω) <∞. 在圴圮圲圴圩

在二维情形中圬 还可以利用 v 圽 A−1坛u坝圬 质量守恒以及 坂坲坥坺坩坳坻坍坥坲坬坥 型指数可积性

不等式圬 处理满足

坬坯坧
圱

γ在s圩
圽 o在s圩, s→ ∞,

的一般亚指数退化运动性圮 因而圬 原函数比较不仅提供非局部项的上界圬 还保留了运动

性尾部衰减与后续估计条件之间的定量联系圮
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4.3.2 单调递增运动性: 标量上解与不变区间

设

γ′在s圩 ≥ 地, s > 地. 在圴圮圲圵圩

此时原函数比较不再是主要工具圮 由椭圆预解算子的保序性圬

A−1坛γ在v圩u坝 ≤ γ
(
∥v在t圩∥L∞(Ω)

)
v. 在圴圮圲圶圩

据此构造方程 在圴圮圲圱圩 的标量上解 V 圬 使
V

′
圫 V γ在V 圩 圽 γ

(
∥v在t圩∥L∞(Ω)

)
V ,

V 在地圩 圽 ∥vin∥L∞(Ω).
在圴圮圲圷圩

由抛物比较原理有 v ≤ V 圮 再利用 γ 的单调递增性圬 可知 V 不随时间增加圮 类似地构造

标量下解圬 即可得到

坭坩坮
Ω
vin ≤ v在t, x圩 ≤ 坭坡坸

Ω
vin, 在t, x圩 ∈ 坛地, Tmax圩× 圊. 在圴圮圲圸圩

因此圬 这一情形中的估计闭合并不依赖对运动性增长的补偿圬 而是利用标量上圬 下解将

信号变量限制在由初值确定的不变区间内圮

4.3.3 渐近无界非单调运动性: 增减分解与不变阈值

进一步考虑

坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩 圽 ∞, 在圴圮圲圹圩

但不要求 γ′ 保持固定符号圮 选取 s∗ ≥ ∥vin∥L∞(Ω)圬 使

γ在s∗圩 圽 坭坡坸
s∈[v∗,s∗]

γ在s圩. 在圴圮圳地圩

在阈值 s∗ 以上圬 将 γ 分解为

γ在s圩 圽 γ在s∗圩 圫 γi在s圩 圫 γd在s圩, s ≥ s∗, 在圴圮圳圱圩

其中 γi ≥ 地 单调非减圬 γd ≤ 地 单调非增圮 取上述分解满足 γi在s∗圩 圽 γd在s∗圩 圽 地圬 并将

γi, γd 零延拓至 坛v∗, s∗坝圮 对下降部分定义

圀d在s圩 场圽

∫ s

s∗

γd在σ圩 坤σ, s ≥ s∗, 在圴圮圳圲圩

并将 圀d 零延拓至 坛v∗, s∗坝圮 该分解将上升部分通过空间最大模控制圬 同时把下降部分转

化为有利的椭圆项圮 由此可建立

uγ在v圩 ≤ u
[
γ在s∗圩 圫 γi在∥v∥L∞圩

]
圫A坛圀d在v圩坝. 在圴圮圳圳圩
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对 在圴圮圳圳圩 作用 A−1圬 再代入 在圴圮圲圱圩圬 即可构造以 s∗ 为初值的标量上解圮 利用 γi 的单调

性以及 圀d 所产生的补偿项圬 可证明阈值 s∗ 对标量比较方程是不变的圬 从而得到

∥v在t圩∥L∞(Ω) ≤ s∗, 地 < t < Tmax. 在圴圮圳圴圩

这一增减分解保留了运动性函数上升部分与下降部分各自的有利结构圬 并由此获

得以 s∗ 为上界的时间一致控制圮

4.4 完全抛物模型中的具体实现

完全抛物情形以下均以第一关键恒等式 在圴圮圵圩 和第二关键恒等式 在圴圮圱圱圩 为基础圬 不

再重复写出圮 相较于抛物坻椭圆模型圬 新增的核心任务是建立 圉 与 v 的直接比较圬 再据

此控制 w圬 ψ 与 v圮

4.4.1 单调递减运动性: 原函数比较与吸收闭合

设 γ′ ≤ 地圮 由 v ≥ v∗圬 有 γ在v圩 ≤ γ∗ 场圽 γ在v∗圩圮 利用 A−1 的保序性圬

A−1坛γ在v圩u坝 ≤ γ∗w.

结合 在圴圮圵圩 以及 γ在v圩u ≥ 地圬 可得

w在t, x圩 ≤ eγ
∗twin在x圩, 地 < t < Tmax. 在圴圮圳圵圩

取前置定义的原函数 圀圮 由 在圴圮圱圴圩圬 γ′ ≤ 地 以及

圀在s圩 ≥ 在s− v∗圩γ在s圩,

可得

L坛圀在v圩 圫 C∗坝 ≥ γ在v圩u 圽 L坛圉坝, C∗ 场圽 v∗γ在v∗圩. 在圴圮圳圶圩

又由于

圉在地圩 圽 地 ≤ 圀在vin圩 圫 C∗,

抛物比较原理给出

圉 ≤ 圀在v圩 圫 C∗. 在圴圮圳圷圩

若

γ∞ 场圽 坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩 <
圱

τ
,

则由 圀 的定义圬

坬坩坭 坳坵坰
s→∞

圀在s圩

s
≤ γ∞.

因此圬 可选取

γ∞ < ε <
圱

τ
,
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使

圀在s圩 ≤ εs圫 Cε, s ≥ v∗.

结合 在圴圮圳圷圩圬 得到

圉 ≤ εv 圫 Cε. 在圴圮圳圸圩

另一方面圬 由第二关键恒等式及 ψ ≥ 地圬

v ≤ w 圫 τ圉圫 Cin. 在圴圮圳圹圩

代入 在圴圮圳圸圩圬 得到

v ≤ w 圫 C

圱− τε
. 在圴圮圴地圩

结合 在圴圮圳圵圩圬 可知 v 在任意有限时间区间内有界圮 因此圬 γ在v圩 不会在有限时间内退化圬 再

结合后续的正则性提升与延拓准则圬 即可获得整体经典解圮

对于代数衰减运动性 γ在s圩 圽 s−k圬 k > 地圬 由 在圴圮圴地圩 以及 w 的时间一致正下界圬 可将

其中的常数项吸收到乘法常数中圬 从而得到

v ≤ C0w. 在圴圮圴圱圩

另一方面圬 由第二关键恒等式及 圉 ≥ 地圬 有

w ≤ v 圫 τψ 圫 Cin. 在圴圮圴圲圩

令

w̃ 场圽 C0w.

由 圀k 的单调性圬 A−1 的保序性圬 在圴圮圳圷圩 以及 ψ 圽 A−1坛圉坝圬 有

ψ ≤ A−1坛圀k在w̃圩坝 圫 C. 在圴圮圴圳圩

注意到 A坛w̃坝 圽 C0u ≥ 地圮 由 γ′ ≤ 地 及链式法则圬

A坛圀k在w̃圩坝 ≥ 圀k在w̃圩− w̃γ在w̃圩.

对于 γ在s圩 圽 s−k圬 存在 c > 地 和 C > 地 使

圀k在s圩− sγ在s圩 ≥ c圀k在s圩− C, s ≥ v∗.

因此圬

A坛圀k在w̃圩坝 ≥ c圀k在w̃圩− C.

作用 A−1 后得到

A−1坛圀k在w̃圩坝 ≤ c−1圀k在w̃圩 圫 C.
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结合 在圴圮圴圳圩圬

ψ ≤ C圀k在w̃圩 圫 C.

由于

圀k在s圩 圽 o在s圩, s→ ∞,

故对任意 δ > 地圬 存在 Cδ > 地 使

ψ ≤ δw 圫 Cδ. 在圴圮圴圴圩

这表明 ψ 对 w 仅呈严格次线性依赖圮 将其代入 在圴圮圴圲圩圬 并取 τδ < 圱圬 得到

w ≤ C在v 圫 圱圩. 在圴圮圴圵圩

结合 v 的时间一致正下界圬 可将常数项吸收到乘法常数中圬 从而

c0w在t, x圩 ≤ v在t, x圩 ≤ C0w在t, x圩. 在圴圮圴圶圩

于是

C−k
0 w−k ≤ γ在v圩 ≤ c−k

0 w−k. 在圴圮圴圷圩

因此圬 关于 v 的退化运动性可等价转化为关于 w 的权函数估计圮 这一双向比较将完全

抛物模型的后续估计归约为抛物坻椭圆情形中的同类加权拟线性问题圮 在相应的次临界

指数范围内圬 能量估计和 坍坯坳坥坲坻坁坬坩坫坡坫坯坳 迭代可按前述过程完成圬 此处不再赘述圮

4.4.2 单调递增运动性: 反向原函数比较与预解算子迭代

设 γ′ ≥ 地圬 并主要考虑

γ在s圩 → ∞, s→ ∞.

由 在圴圮圱圴圩 以及 地 ≤ 圀在s圩 ≤ sγ在s圩圬 有

L坛圀在v圩坝 ≤ γ在v圩u 圽 L坛圉坝. 在圴圮圴圸圩

抛物比较原理给出

圀在v圩 ≤ 圉圫 C. 在圴圮圴圹圩

由于
圀在s圩

s
→ ∞, s→ ∞,

对任意 ε > 地圬 有

v ≤ ε圉圫 Cε. 在圴圮圵地圩

将其代入第二关键恒等式圬 并取 ε ∈ 在地, τ圩圬 可得

圉 ≤ CA−1坛圉坝 圫 C. 在圴圮圵圱圩
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上式经过有限次预解算子迭代圬 再结合椭圆正则性和 坓坯坢坯坬坥坶 嵌入圬 给出

∥圉在t圩∥L∞(Ω) ≤ C∥圉在t圩∥L1(Ω) 圫 C. 在圴圮圵圲圩

由 在圴圮圵地圩 还可推出

∥v在t圩∥L∞(Ω) ≤ C∥圉在t圩∥L1(Ω) 圫 C. 在圴圮圵圳圩

因此圬 要获得 圉 与 v 的点态控制圬 只需进一步估计 ∥圉在t圩∥L1(Ω)圮

记

m 场圽
圱

|圊|

∫
Ω

uin在x圩 坤x.

对平均值为零的函数 z圬 以 K坛z坝 表示 坎坥坵坭坡坮坮 问题

−圁K坛z坝 圽 z, ∂νK坛z坝 圽 地,

∫
Ω

K坛z坝 坤x 圽 地

的解圮 引入能量泛函

I在u, v圩 场圽 圱

圲
∥∇K坛u−m坝∥2L2(Ω) 圫mτ

∫
Ω

圀在v圩 坤x−mγ在m圩τ

∫
Ω

v 坤x. 在圴圮圵圴圩

直接计算得到能量耗散恒等式

坤

坤t
I在u, v圩 圫D在u, v圩 圽 地, 在圴圮圵圵圩

其中

D在u, v圩 场圽 m

∫
Ω

γ′在v圩|∇v|2 坤x圫
∫
Ω

γ在v圩在u−m圩2 坤x

圫m

∫
Ω

在v −m圩
(
γ在v圩− γ在m圩

)
坤x ≥ 地. 在圴圮圵圶圩

由于

s 7−→ 圀在s圩− γ在m圩s

从下方有界圬 能量泛函 I 亦从下方有界圮 因而圬 由 在圴圮圵圵圩 可得∫ Tmax

0

D在u在t圩, v在t圩圩 坤t <∞.

另一方面圬 对 圉 方程积分有

τ
坤

坤t
∥圉在t圩∥L1(Ω) 圫 ∥圉在t圩∥L1(Ω) 圽

∫
Ω

uγ在v圩 坤x. 在圴圮圵圷圩

利用 γ 的单调性圬 对区域 {v < 圲m} 和 {v ≥ 圲m} 分别估计圬 再结合 坙坯坵坮坧 不等式圬 可

得 ∫
Ω

uγ在v圩 坤x ≤ C
(
圱 圫D在u, v圩

)
. 在圴圮圵圸圩

结合 在圴圮圵圸圩 和 在圴圮圵圷圩圬 并应用指数积分因子圬 得到

坳坵坰
0≤t<Tmax

∥圉在t圩∥L1(Ω) <∞. 在圴圮圵圹圩

于是圬 由 在圴圮圵圲圩 和 在圴圮圵圳圩圬 可依次获得 圉 与 v 在 坛地, Tmax圩 上的时间一致上界圮 再结合正

则性提升与延拓准则圬 可得 Tmax 圽 ∞圬 从而上述估计在所有 t ≥ 地 上成立圮
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4.4.3 尾部下界高于 圱/τ 的非单调运动性: 下包络与耦合泛函

下面不要求 γ′ 具有固定符号圬 并假设运动性在尾部一致非退化且超过比较阈值

圱/τ 场

γ∞ 场圽 坬坩坭 坩坮坦
s→∞

γ在s圩 >
圱

τ
. 在圴圮圶地圩

固定 ε ∈ 在地, 圱圩圮 可构造光滑非减函数 γε 使

地 < γε ≤ γ, γ′ε ≥ 地, γε在s圩 圽 αε 坦坯坲 坬坡坲坧坥 s, 在圴圮圶圱圩

其中

αε 场圽 εγ∞ 圫 在圱− ε圩
圱

τ
>

圱

τ
.

定义

圀ε在s圩 场圽

∫ s

v∗

γε在σ圩 坤σ. 在圴圮圶圲圩

由 γε ≤ γ 和 γ′ε ≥ 地圬

L坛圀ε在v圩坝 ≤ uγε在v圩 ≤ uγ在v圩 圽 L坛圉坝.

抛物比较原理及 圀ε 的尾部线性增长给出

v ≤ 圱

αε

圉圫 Cε. 在圴圮圶圳圩

由于

κε 场圽 τ − 圱

αε

> 地,

将上式代入第二关键恒等式可得

w 圫 κε圉 ≤ τψ 圫 Cε. 在圴圮圶圴圩

因此圬

圉 ≤ CA−1坛圉坝 圫 C,

并由有限次预解算子迭代得到

∥圉在t圩∥L∞(Ω) 圫 ∥v在t圩∥L∞(Ω) ≤ C∥圉在t圩∥L1(Ω) 圫 C. 在圴圮圶圵圩

于是圬 关键仍是估计 ∥圉在t圩∥L1(Ω)圮

由于 γ′ 可能变号圬 单调递增情形中的耗散泛函不再适用圮 由 在圴圮圶圴圩 可取 K0 > 地 使

τψ − w 圫K0 ≥ 地.

沿用前文的 m 与 K圬 构造耦合未知量与辅助函数的新型泛函

F在t圩 场圽 ∥∇K坛u在t圩−m坝∥2L2(Ω) 圫
圱

圲

∫
Ω

u在t圩
(
τψ在t圩−w在t圩 圫K0

)
坤x圫 τ∥圉在t圩∥L1(Ω). 在圴圮圶圶圩
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结合第一关键恒等式圬 第二关键恒等式圬 可得

坤

坤t
F 圫

∫
Ω

u2γ在v圩 坤x圫
圱

圲

∫
Ω

u圉坤x圫 ∥圉∥L1(Ω) ≤ C. 在圴圮圶圷圩

又由

坩坮坦
s≥v∗

γ在s圩 > 地,

以及 坐坯坩坮坣坡坲圓坥坻块坩坲坴坩坮坧坥坲 不等式和第二关键恒等式圬 上述耗散项可从下方控制 F 圮 因而

存在 c0, C0 > 地 使
坤

坤t
F 圫 c0F ≤ C0. 在圴圮圶圸圩

由 均坲坯坮坷坡坬坬 不等式圬

坳坵坰
0<t<Tmax

∥圉在t圩∥L1(Ω) <∞. 在圴圮圶圹圩

结合 在圴圮圶圵圩圬 可依次获得 圉 与 v 的时间一致上界圮

这一方法将尾部下包络圬 预解算子迭代与耦合泛函结合起来场 前两者把点态控制归

结为 圉 的 L1 估计圬 后者则克服 γ′ 变号造成的符号困难并完成闭合圮 对非单调但渐近

衰减至零的运动性圬 可改用递减尾部上包络圬 并在相应的衰减速度和维数条件下回到单

调递减情形的吸收机制圮

4.5 不同运动性区域中的方法对应关系

为了突出各类证明在统一框架中的位置圬 将主要方法对应关系概括如下场

模型与运动性 可比较量 主要闭合机制 直接目标

τ = 0, γ′ ≤ 0 原函数 Γ(v) 非局部源项估计, 幂次

迭代或指数可积性

v 的有限时间上界;

适当衰减条件下的时

间一致上界

τ = 0, γ′ ≥ 0 标量上, 下解 不变区间 v 的显式一致界

τ = 0, 非单调且

γ∞ = ∞
增减分解与阈值 s∗ 标量上解与比较原理 v 的一致上界

τ > 0, γ′ ≤ 0 Ψ 与 Γ(v) 原函数吸收; 代数衰减

下的 v–w 双向比较

v 的有限时间上界;

适当衰减条件下的时

间一致上界

τ > 0, γ′ ≥ 0 Γ(v) 与 Ψ 预解算子迭代与耗散泛

函

Ψ 与 v 的一致上界

τ > 0, 非单调

且尾部下界高于

1/τ

尾部下包络与 τψ − w 预解算子迭代与新型耦

合泛函

Ψ 与 v 的一致上界

上述方法虽然依赖不同的单调性和尾部条件圬 但均以两个关键恒等式为基础圬 并通

过相应的比较量和闭合机制获得信号变量的先验控制圮
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4.6 小结与后续衔接

本节整理了齐次模型中辅助函数比较方法的主要实现圮 下一节说明由信号上界到

密度估计的正则性提升圻 非齐次模型留至第六节讨论圮

5 由信号上界到高阶估计

一旦 v 及相关辅助量有界圬 γ 的尾部行为便不再起主要作用圬 只需其在实际信号区

间上的正性和局部正则性圮 但 v 有界尚不能自动推出 u ∈ L∞圻 还需控制非局部项圬 建立

坈坿坯坬坤坥坲 正则性并完成积分自举圮

本节仅说明基本机制圬 细节参见 坛圲地圬 坓坥坣坴坩坯坮坳 圳圮圲坻圳圮圳 圦 坓坥坣坴坩坯坮 圴圮圲坝圬 坛圲圳圬 坓坥坣坴坩坯坮 圶坝圬

坛圴圱圬 坓坥坣坴坩坯坮 圳坝圬 坛圱圵圬 坓坥坣坴坩坯坮 圳坝 以及 坛圱圶圬 坓坥坣坴坩坯坮 圵坝圮

5.1 一般正则性提升机制

设 在u, v圩 为 坛地, Tmax圩 上的经典解圮 若对任意有限 T > 地圬

坳坵坰
0<t<min{T,Tmax}

∥v在t圩∥L∞(Ω) <∞, 在圵圮圱圩

则由 v ≥ v∗ > 地 及 γ > 地 的连续性圬 存在 γ∗在T 圩, γ
∗在T 圩 > 地 使

γ∗在T 圩 ≤ γ在v在t, x圩圩 ≤ γ∗在T 圩. 在圵圮圲圩

这就排除了运动性系数的有限时间退化或无界增长圮

当 τ 圽 地 时圬 由第一关键恒等式和 u 圽 A坛v坝 可得

vt − γ在v圩圁v 圫 γ在v圩v 圽 A−1坛uγ在v圩坝. 在圵圮圳圩

且

地 ≤ A−1坛uγ在v圩坝 ≤ γ∗在T 圩v.

故 在圵圮圳圩 一致抛物且右端有界圬 标准正则性理论 坛圲圷坝 给出 v 的时空 坈坿坯坬坤坥坲 连续性圬 进而

γ在v圩 ∈ Cα,α/2,

可将

−γ在v在t, ·圩圩圁

视为随时间 坈坿坯坬坤坥坲 连续的扇形算子圮 非自治发展算子理论 坛圲坝圬 u 圽 A坛v坝 与积分自举遂

给出 u 的最大模估计圮

当 τ > 地 时圬 以

w 圽 A−1坛u坝



圵 由信号上界到高阶估计 圲圹

作为正则性提升的中介圮 第一关键恒等式可写为

wt − γ在v圩圁w 圫 γ在v圩w 圽 A−1坛uγ在v圩坝. 在圵圮圴圩

在 v, w 有界时圬 在圵圮圴圩一致抛物圬局部能量估计给出 w 的 坈坿坯坬坤坥坲连续性圮 令 r 场圽 A−1坛v坝圻

对信号方程作用 A−1 得

τrt 圫A坛r坝 圽 w.

线性抛物 坓坣坨坡坵坤坥坲 理论先提升 r圬 再由 v 圽 A坛r坝 得到 v 的时空 坈坿坯坬坤坥坲 连续性圮 最后对

在圵圮圴圩 应用非自治发展算子理论圬 并由 u 圽 A坛w坝 将估计传递给密度变量圮

有限时间估计给出整体延拓圻 若估计在滑动时间区间上一致圬 则进一步得到 u 的时

间一致有界性圮

5.2 递增运动性下对 γ在v圩u 的直接估计

对于单调递增的抛物坻椭圆模型圬 还可利用通量的封闭演化结构直接获得显式上界

坛圲圱圬 坓坥坣坴坩坯坮 圵坝圮

令

φ 场圽 uγ在v圩.

由

ut 圽 圁φ, A坛v坝 圽 u,

可得

vt 圽 A−1坛φ坝− φ,

进而

φt 圽 γ在v圩圁φ圫
γ′在v圩

γ在v圩
φ
(
A−1坛φ坝− φ

)
. 在圵圮圵圩

设 γ′ ≥ 地 在不变区间 [
坭坩坮
Ω
vin,坭坡坸

Ω
vin

]
上成立圮 由预解算子的保序性和 L∞ 压缩性圬

A−1坛φ坝 ≤ ∥φ在t圩∥L∞(Ω).

代入 在圵圮圵圩圬 类似第 圴圮圳圮圲 小节构造上解并应用比较原理可得

∥γ在v在t圩圩u在t圩∥L∞(Ω) ≤ ∥γ在vin圩uin∥L∞(Ω), t ≥ 地. 在圵圮圶圩

由 v 的不变区间又有

γ在v在t, x圩圩 ≥ γ

(
坭坩坮
Ω
vin

)
> 地.
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因此圬

∥u在t圩∥L∞(Ω) ≤
∥γ在vin圩uin∥L∞(Ω)

γ 在坭坩坮Ω v
in圩

, t ≥ 地. 在圵圮圷圩

若进一步在该区间上有

γ′′ ≤ 地

则直接展开密度方程可得

ut 圽 γ在v圩圁u圫 圲γ′在v圩∇v · ∇u圫 uγ′′在v圩|∇v|2 圫 uγ′在v圩在v − u圩.

结合

v 圽 A−1坛u坝 ≤ ∥u在t圩∥L∞(Ω),

及 γ′ ≥ 地圬 γ′′ ≤ 地圬 对 u 应用比较原理得到

∥u在t圩∥L∞(Ω) ≤ ∥uin∥L∞(Ω), t ≥ 地. 在圵圮圸圩

这一方法绕开 坈坿坯坬坤坥坲 正则性和发展算子提升圬 但依赖 A坛v坝 圽 u圬 因而不能直接用

于完全抛物模型圮

6 非齐次阻尼的有界化作用与爆破抑制

考虑非齐次阻尼模型
ut 圽 圁

(
γ在v圩u

)
− uf在u圩, x ∈ 圊, t > 地,

τvt 圽 圁v − v 圫 u, x ∈ 圊, t > 地,

∂ν
(
γ在v圩u

)
圽 ∂νv 圽 地, x ∈ ∂圊, t > 地.

在圶圮圱圩

其中 −uf在u圩 描述密度依赖的净增长或衰减圮

已有研究主要考虑标准或广义 坌坯坧坩坳坴坩坣 源项

−uf在u圩 圽 λu− µuκ, µ > 地, κ > 圱.

其有界性条件具有维数依赖场 二维抛物坻椭圆情形中任意 κ > 圱 通常已足够圬 高维则往

往要求 κ > 圲圬 或在 κ 圽 圲 时要求阻尼系数充分大 坛圲圴圬 圱圱圬 圳圴圬 圳圱坝圮

由此自然要问场 抑制退化运动性诱导的无穷大时间爆破圬 是否必须依赖固定幂次的

强阻尼圿
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6.1 弱超线性阻尼与主要结果

考虑如下弱超线性条件场

f ∈ C1在坛地,∞圩圩, 坬坩坭
s→∞

f在s圩 圽 ∞, 坬坩坭 坳坵坰
s→∞

f在s圩

坬坯坧 s
<∞. 在圶圮圲圩

它要求阻尼强度 sf在s圩 严格超线性圬 但增长至多为 s 坬坯坧 s 量级圮 典型例子为

f在s圩 圽 a 坬坯坧α在圱 圫 s圩− b, a > 地, b ∈ R, 地 < α ≤ 圱. 在圶圮圳圩

其中 α 圽 圱 为 均坯坭坰坥坲坴坺 型阻尼圬 地 < α < 圱 更弱圮

在经典趋化交叉扩散模型中圬 某些代数超线性乃至 均坯坭坰坥坲坴坺 型阻尼仍可能无法排

除有限时间爆破 坛圳圸圬 圳圹坝圻 而在局部感知模型中圬 弱超线性阻尼具有更强的长期正则化

作用圮

6.1.1 负指数运动性下的爆破抑制

先考虑齐次模型中可诱导无穷大时间无界性的负指数运动性圮

定理 6.1 在负指数运动性下弱超线性阻尼的爆破抑制圩. 设 N ∈ {圲, 圳}, τ ≥ 地, 且

γ在s圩 圽 e−s.

若 f 满足 在圶圮圲圩, 则对任意满足前述非负性, 非平凡性和正则性条件的初值, 问题 在圶圮圱圩

存在唯一非负整体经典解, 并且

坳坵坰
t≥0

(
∥u在t圩∥L∞(Ω) 圫 ∥v在t圩∥L∞(Ω)

)
<∞. 在圶圮圴圩

齐次系统可能产生无穷大时间无界解圬 而上述至多 u 坬坯坧 u 量级的阻尼已足以消除

这一行为 坛圴圲坝圮

6.1.2 一般正运动性下的抛物–椭圆结果

在抛物坻椭圆情形中圬 弱超线性阻尼还可与一般正运动性结合圮

定理 6.2 在一般正运动性下弱超线性阻尼的有界性圩. 设 τ 圽 地, N ≤ 圳, 并假设

γ ∈ C3在坛地,∞圩圩, γ在s圩 > 地, s ≥ 地.

若 f 满足 在圶圮圲圩, 则问题 在圶圮圱圩 存在唯一非负整体经典解, 并且

坳坵坰
t≥0

(
∥u在t圩∥L∞(Ω) 圫 ∥v在t圩∥L∞(Ω)

)
<∞. 在圶圮圵圩

这里不要求 γ 单调圬 也不要求其具有正的尾部下界或确定的渐近趋势 坛圳地坝圮

两项结果表明圬 弱超线性阻尼的正则化作用不依赖固定幂次的 坌坯坧坩坳坴坩坣 结构圮
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6.2 非齐次模型中的修正比较方法与熵闭合

对密度方程作用 A−1圬 得到非齐次模型中的修正关键恒等式

wt 圫 γ在v圩u圫A−1坛uf在u圩坝 圽 A−1坛γ在v圩u坝. 在圶圮圶圩

阻尼由此引入新的非局部反应项圮 条件

f在s圩 → ∞, s→ ∞,

使 sf在s圩 具有超线性吸收作用圬 可用于控制总质量和辅助量圮

当 τ 圽 地 时 v 圽 w圬 在圶圮圶圩 可直接用于信号估计圮 若 γ 尾部有界圬 超线性阻尼可吸收

右端的非局部项圻 若 γ 在无穷远处无界圬 即

坬坩坭 坳坵坰
s→∞

γ在s圩 圽 ∞,

则修正第 圴圮圳圮圳 小节的阈值比较圬 结合增减分解获得 v 的一致上界圬 无需固定单调性

坛圳地坝圮

当 τ > 地 且 γ在v圩 圽 e−v 时圬 修正恒等式先给出 w 的一致上界圬 但 v 与 w 的比较不

能直接闭合圮 取 b0 ≥ 地 使

sf在s圩 圫 b0 ≥ 地, s ≥ 地,

并定义辅助函数 h 为
τht −圁h圫 h 圽 A−1坛uf在u圩 圫 b0坝, x ∈ 圊, t > 地,

∂νh 圽 地, x ∈ ∂圊, t > 地,

h在地圩 圽 地, x ∈ 圊.

在圶圮圷圩

结合修正恒等式与信号方程可得

v ≤ w 圫 τh圫 C. 在圶圮圸圩

从而问题转化为控制 h 坛圴圲坝圮

条件

坬坩坭 坳坵坰
s→∞

f在s圩

坬坯坧 s
<∞

保证

地 ≤ uf在u圩 圫 b0 ≤ C
(
圱 圫 u 坬坯坧在圱 圫 u圩

)
,

这与 u 坬坯坧 u 型熵结构相匹配圮 完全抛物情形中圬 熵估计与抛物平滑给出 h 的上界圬 再由

在圶圮圸圩 控制 v圻 抛物坻椭圆情形中的信号比较本身仅需 f在s圩 → ∞圬 对数上增长条件主要用

于控制 uf在u圩 的积分圮 得到 v 上界后圬 后续正则性提升与前节相同圮
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7 结语与展望

运动性退化、无界增长和非单调性造成了不同的解行为圮 辅助函数比较方法通过

关键恒等式、原函数、包络和耦合泛函优先控制信号圻 此后再由 坈坿坯坬坤坥坲 正则性圬 发展

算子理论和积分自举控制密度圮 这一框架已覆盖多类运动性圬 但仍有若干基本空白圮

首先圬 齐次完全抛物模型在一般非单调运动性下的整体存在理论尚不完整圮 现有方

法尚未覆盖以下两类区域场

γ∞ 圽 地,
圱

τ
≤ γ∞ <∞,

以及

γ∞ 圽 ∞, 地 ≤ γ∞ ≤ 圱

τ
.

后一类还包含退化与无界交替的混合型运动性圻 现有尾部包络方法均不能直接闭合圮

其次圬 临界有界性与长期行为仍缺乏完整刻画圬 包括高维候选端点 k 圽 N/在N − 圲圩

的临界性圬 二维 γ在s圩 圽 e−sq 在 q > 圱 时的行为圬 两类模型中超临界机制的一致性圬 以及

无穷大时间无界解的增长率圬 轮廓与质量集中结构圮 非齐次模型中最弱阻尼条件的维数

和退化速度依赖也有待澄清圮

此外圬 对更一般的信号依赖 坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 系统

ut 圽 圁
(
γ在v圩u

)
− α∇ ·

(
uγ′在v圩∇v

)
, α > 地,

如何统一处理局部感知与梯度感知之间的中间情形也值得研究圮 辅助函数方法与对偶

估计圬 坃坡坭坰坡坮坡坴坯 正则性圬 半群理论和能量方法的结合圬 有望形成更系统的信号依赖

坋坥坬坬坥坲坻坓坥坧坥坬 方程分析框架圮
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